Лекция 6. Метод параметризации дифференциального уравнения. Уравнения Лагранжа, Клеро. Особые решения.
Цель лекции. Познакомить студентов с методом параметризации дифференциального уравнения, теоремой существования и единственности для уравнения F(x,y,у׀)=0. Изучить понятие решения в параметрическом виде и способы нахождения  решения в параметрическом виде.
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Краткое содержание
Метод введения параметра — один из ключевых методов решения дифференциальных уравнений первого порядка, которые не разрешены относительно производной . Для таких уравнений классические методы (разделение переменных, интегрирующий множитель, приведение к линейному виду) часто неприменимы.
В таких случаях эффективным инструментом является метод введения параметра.
Этот метод применяется к очень большому числу задач, включая уравнения с квадратами, радикалами, многочленами по , уравнениями Клеро и Лагранжа.
Рассмотрим уравнение 
                      F(x,y,у׀)=0        			                       (7.1)
Предположим, что оно допускает параметрическое представление
х=[image: ]
у=[image: ]       			                       (7.2)
у׀=[image: ] 
так что  F([image: ],[image: ],[image: ])[image: ]0, при всех  значениях параметров [image: ]и [image: ]. Предполагаем, что функция [image: ], [image: ], [image: ] - дифференцируемы. Используя основное соотношение между дифференциалами и производной вдоль интегральных кривых уравнения 1-го порядка  dy=у׀dx находим связь между параметрами [image: ] и [image: ].
Действительно имеем
dx = [image: ]    dy = [image: ]
у׀=[image: ].
Таким образом, получаем

[image: ]         			   (7.3)
Уравнение (7.3) является уравнением, разрешенным относительно производной.
В уравнении (7.3) переменные [image: ] и [image: ] равноправны. Взяв, например, [image: ] за независимую переменную и проинтегрировав уравнение (7.3), получаем [image: ]- общее решение уравнения (7.3).
Тогда [image: ] [image: ]- общее решение уравнения (7.1) в параметрической форме.
Практическое применение изложенного метода связано с преодолением двух трудностей: 
1) нахождением параметрического представления уравнения (7.1);  
2) интегрированием уравнения (7.3).
Первая трудность легко преодолевается, если уравнение (7.1) разрешимо относительно х или у, т.е. имеет вид
         	[image: ]                            	   		(7.4)
                  [image: ] 	             				(7.5)
Уравнение (7.4) допускает параметрическое представление 
           [image: ]				    (7.6) 
а уравнение (7.5) параметрическое представление
            [image: ]    				     (7.7)
Обе трудности преодолеваются при интегрировании уравнений Лагранжа и Клеро, уравнение вида
           [image: ]               				  (7.8)
где [image: ] и [image: ]- непрерывные функции называется уравнением Лагранжа. Если же [image: ], то уравнение (7.8) называется уравнением Клеро.
Докажите, что уравнение Клеро
           [image: ]                    				   (7.9)
имеет общее решение [image: ].
Решение  уравнения    называется особым, если через каждую его точку, кроме этого решения, проходит и другое решение, имеющее в этой точке ту же касательную, что и решение   , но не совпадающее с ним в сколь угодно малой окрестности этой точки. 
Это означает, что решение является особым, если в каждой точке его нарушается единственность решения задачи Коши.
Если правая часть уравнения (1.1) удовлетворяет во всей области задания условиям теоремы Пикара, то это уравнение не имеет особых решений.
Если в уравнении (1.1) функция  непрерывна по  и  и имеет частную производную по  (ограниченную или нет) , то особым решением могут быть только те кривые  , во всех точках которых   обращается в бесконечность:

Будем называть такие кривые подозрительными на особое решение по аналитическому виду правой части уравнения.
Огибающей будем называть такую кривую, которая в каждой своей точке касается хотя бы одной кривой семейства 
                                                            (7.3)
и ни на каком участке не совпадает ни с одной из кривых семейства (7.3).
Огибающая семейства интегральных кривых (7.3) уравнения (1.1) является решением этого уравнения и притом особым.
Из дифференциальной геометрии известно, что огибающей может быть только дискриминантная кривая, то есть кривая, определяемая уравнением семейства (7.3), и уравнением, полученным дифференцированием его по параметру.
Дискриминантная кривая семейства интегральных кривых определяется из системы:

или

Найдя дискриминантную кривую, нужно проверить, будет ли она или ее часть огибающей данного семейства или части его.
Особым решением могут быть также решения, теряемые в результате преобразований заданного уравнения, которые выполняются в процессе его интегрирования. Например, при делении обеих частей уравнения на некоторую функцию можно потерять решения, обращающие эту функцию в нуль.
Вопросы для самоконтроля:
1. Дайте определение решения уравнения в параметрической форме?
2. Дайте определение особого решения дифференциального уравнения?
3. Какое уравнение называется не разрешенным относительно производной?
4. В чем суть метода вариации постоянной?
5. Что такое дискриминантная кривая? 
6. Дайте определение огибающей семейства? 
7. Как интегрируется уравнения Клеро?
8. Как интегрируется уравнение Лагранжа?
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